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ALGORITMO DE ACEPTACION
DIFERIDA MATRICIAL*
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RESUMEN

En este articulo damos una versién matricial del algoritmo de aceptacién diferida
para el modelo de asignacién (matching) uno a uno. El algoritmo va modificando la
matriz de preferencia de los agentes. Cuando el algoritmo se detiene se muestra que
coincide con una asignacidn estable 6ptima de los agentes.

ABSTRACT

In this paper we give matrix version of the deferred-acceptance algorithm for the
matching model one to one. The new algorithm modifies the matrix of the agents
preference. When the algorithm stops, it is shown that coincides with an agent op-
timal-stable matching.

INTRODUCCION

En este articulo se da una versién matricial del algoritmo de aceptacién
diferida para el modelo de asignacién (matching) uno a uno.

Este modelo se usa para estudiar problemas de asignacién bilateral, es de-
cir cuando los agentes se dividen en dos conjuntos disjuntos, el conjunto de
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empresas y el conjunto de trabajadores. El problema consiste en asignar a
cada empresa un trabajador. Este problema de asignacién se puede generali-
zar sise le permite a cada empresa contratar a un conjunto de trabajadores y
a cada trabajador trabajar para varias empresas. Este modelo se lo conoce
como modelo de asignacién muchos a muchos; también hay un modelo in-
termedio de asignacién, conocido como muchos a uno. La generalizacién
de los resultados en general no son inmediatas.

Cada empresa tiene preferencias respecto a los potenciales trabajadores y
simétricamente los trabajadores tienen preferencias respecto a las empresas
para las cuales quisieran trabajar. Una solucion de este problema de asigna-
cién es una asignacion, que establece que compaiiero le toca a cada agente.
Una asignacidn es estable si a cada agente le toca un compaiiero aceptable y
s1 1o existe un par de agentes empresa-trabajador que ambos prefieran aso-
ciarse mejorando en sus preferencias al compafiero que le tocaba en la solu-
cién propuesta. Gale y Shapley (1962) mostraron que en el modelo de
asignacién uno a uno el conjunto de asignaciones estables es no vacio. Roth
y Sotomayor (1990) y Gustfield e Irving (1986) son una importante referen-
cia para estudiar los modelos de asignacion. El conjunto de asignaciones es-
tables estd bien estructurado ya que contiene dos asignaciones: la 6ptima de
las empresas (denotada por ;) y la 6ptima de los trabajadores (denotada
por uy,). Las asignaciones p, y uy, son consideradas uninimemente por to-
das las empresas como la mejor y la peor entre todas las asignaciones esta-
bles; simétricamente py, y p; son consideradas por los trabajadores como la
mejor y la peor de las asignaciones estables. Blair (1988) mostr6 que el con-
junto de asignaciones estables tiene estructura de latis.

Los algoritmos han desempenado un papel central en la bibliografia de la
asignacion. El algoritmo NIMP (Programa de médicos internos nacionales)
de 1951, y posteriores modificaciones NRMP (Programa de médicos residen-
tes nacionales) de 1979, 1987 1999 se usan para asignar a hospitales médicos
residentes en los Estados Unidos. El algoritmo de aceptacién diferida de
Gale y Shapley se usa en otros programas de asignacién de distintas especia-
lidades de la salud a hospitales. Ademds del algoritmo de aceptacién diferida
de Gale y Shapley, Adachi (2000) us6 técnicas de punto fijo para construir
asignaciones estables. Fleiner (2001) y Echenique y Oviedo (2004) extendie-
ron de punto fijo al modelo de asignacién muchos a uno para construir asig-
naciones estables.

McVitie y Wilson (1971) e Irving y Leather (1986) definieron un algorit-
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mo para computar el conjunto de todas las asignaciones estables en el modelo
de asignacién uno a uno. Martinez, Mass6, Neme y Oviedo (2004) exten-
dieron el algoritmo al modelo de asignaciéon muchos a muchos.

El algoritmo que presentamos aqui es una version del algoritmo de acep-
tacién diferida en forma matricial. Para esto construimos dos matrices, M*
y M".Laprimera contiene en cada fila la informacién del orden de preferen-
cias de las empresas, asigndndole un 1 al trabajador mds preferido, 2 al si-
guiente en su orden de preferencia y asi continua; la segunda matriz,
contiene en forma simétrica en cada columna la informacién del orden de
preferencias de los trabajadores, asigna un 1 a la empresa mis preferida, 2 a
la que sigue y asi contintia. El algoritmo va modificando la matriz M": pri-
mero ubica todos los 1, es decir, cada empresa ubica al trabajador mds prefe-
rido; si en alguna columna hay més de un 1, ese trabajador cdlcula, usando
MY, el minimo, o sea, el trabajador elige la oferta mas preferida. Redefini-
mos la matriz M" asignindole « ala fila (empresa) donde hay un 1y colum-
na (trabajador) que no es minimo, es decir, para el trabajador esa empresa no
es la més preferida. En los otros elementos de la fila le restamos 1, es decir, el
trabajador que era segundo, en el orden de preferencia original, ahora ten-
drd un 1, es decir, es el trabajador més preferido; el tercero en el orden de
preferencias original ahora serd el 2, y asi continda. Se ubican nuevamente
los 1 de la matriz modificada M” y se repite el proceso anterior. El algoritmo
se detiene cuando no podemos modificar mas M*. Ubicando los 1 de M te-
nemos qué trabajador (si es que hay uno) le tocaa cada empresa. Mostramos
que esta asignacion coincide con la 6ptima p,; de las empresas.

Esta articulo esta organizado como sigue. En la seccién I damos las defi-
niciones y notaciones preliminares. La seccién II contiene el algoritmo y el
resultado principal que muestra que cuando el algoritmo se detiene, los 1 de
M" nos dan la asignacién estable éptima i, de las empresas.

|. DEFINICIONES BASICAS

Hay dos conjuntos finitos y disjuntos de agentes F y W, F ={f,, f,, ..., f,,}
es el conjunto de empresas y W ={w,, w,, ..., w,} es el conjunto de trabaja-
dores. Cada agente g e FF U W tiene una relacion de preferencias P(g) estric-
ta, transitiva y completa respecto a los agentes del otro conjunto unido a él;
por ejemplo:

‘w1p(f)w3 P(f)w5P(f)fP(f)w4P(f)w2



194 EL TRIMESTRE ECONOMICO

dice que la empresa f tiene a w, como el trabajador mis preferido, luego si-
gue en orden w,, w;, f,w, y w,.Los trabajadores w son tales que wP(f)f
se dice que son aceptables. fP(f)w, significa que este trabajador no es acep-
table para la empresa f. Tenemos que los trabajadores w,, w, y w;, son
aceptables para la empresa f, mientras que w, y w, son inaceptables para f.
Para expresar el orden anterior de manera concisa, debido a que los agentes
no estdn obligados a contratar o ser contratados por un agente no aceptable,
denotaremos en el orden de preferencias sélo a los agentes aceptables, es de-
cir, el orden anterior se denota por:

P(f):wl,w3,w5

Un perfil de preferencias es de (7 + p) —upla de relaciones de preferencias
y lo representamos por P =(P(f,),... P(f,), P(w,), ... P(w,)). R denota el
orden débil asociado a P.

Un modelo de asignacién uno a uno se denota por (F, W, P).

Definicion 1. Una asignacién p es una aplicacién uno a uno de F UW en
F UW,en que paratodo f € F y we W se cumple que:

1) W(f)# f implicap(f)e W,
i) W(w)+# wimplicap(w) e F,

ui) w=p(f)siysélosi f =p(w).
Una asignacién representada por

O L

Wy, Wy W W3 Ws i h fa fiows

en este caso u(f,) =w,, (f,) =w,, u(fy)=w, n(f,) =w; y w(w;) =ws.
Laasignacion p es individualmente racional si para todo agentege F UW

n(g)P(g)g

es decir que la asignacidn le asigna a cada agente un compaifiero aceptable.
El par de agentes ( f, w) bloquea a la asignacién pusip(f) = wy

wP(f)u(f) v fP(w)p(w)

esto muestra que tanto f como w quieren romper la asignacién p para
formar una nueva asignacién emparejindose entre ellos.
Las asignaciones individualmente racionales que sobrevivan a blo-
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queos por pares de agentes, desempefian un papel fundamental en los
modelos de asignacidn, ya que no podran modificarse, porque en caso de
hacerlo algtin o algunos de los agentes intervinientes quedardn con un
compaifiero menos preferido que los que le asignaba la asignacién origi-
nal, formalmente:

Definicion 2. Una asignacién p es estable si es individualmente racional y no
es bloqueado por ningtin par de agentes.
Sea P un perfil de preferencias, y S(P) denota el conjunto de asignacio-
nes estables.
El ejemplo siguiente muestra las definiciones dadas hasta aqui:

Ejemplo 1. Sea el siguiente modelo de asignacién (F, W, P), en que F ={f,,
fos f5s fib W =lw, w,, ws},

P(fl):wZ)wl’wS P(‘w1):f1’f3)fz
P(fy)=wy, wy, w, Plwy)=f3, fi5 /2
P(f3)=wy, wy, w3 Plws)=fi, f3, /2
P(fy) = wy, w3, wy

Consideremos las asignaciones siguientes:

O A NI ]

La asignacién p, no es individualmente racional, porque w,P(w,)f, =
u, (w,). p, esindividualmente racional pero es inestable ya que( f,, w,)es
un par bloqueante. i, es una asignacidn estable.

El orden de preferencia P(g) de un agente, se puede extender para que
pueda comparar las asignaciones. Sea g € F U W, decimos que

wP(gn', si pn(g)P(g)n'(g)
Decimos que

KPR s {M)R(f)“m para cada f <F
w(fP(fHu'(f") paraalginf’'eF

MRE)U" st p=p' o pPE)’

De manera anéloga se define pP(W)p' y uR(W)p'. En el ejemplo ante-
rior tenemos que L, P(F)u,.
Gale y Shapley (1962) mostraron que el conjunto de asignaciones esta-
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bles es distinto del vacio. También mostraron que existe la asignacién es-
table p;(py, ) que es la mejor a las asignaciones estables para las empresas
(trabajadores). Ademads el 6ptimo de las asignaciones estables para una
parte del mercado es el peor para otra parte, es decir que cadap e S(P) se
cumple que

ReRERE)py y  pwRW)URW)up

Elalgoritmo de aceptacién diferida definido por Gale y Shapley (1962)
construye W, 0 [y, dependiendo quien hace las ofertas. En cualquier
paso del algoritmo, en el cual las empresas hacen las ofertas, una empresa
se propone al mejor trabajador de su orden de preferencia que no la ha re-
chazado atin, mientras que un trabajador acepta, provisionalmente, a la
mejor empresa aceptable que le hizo una oferta (si la hubiera) unido con
la empresa provisionalmente aceptada en un paso anterior. El algoritmo
se detiene en cualquier paso en el cual todas las ofertas son aceptadas; la
asignacién provisional que se forma con las propuestas aceptadas se torna
definitiva. El resultado del algoritmo es la asignacidn estable . Simétri-
camente si los trabajadores hacen las ofertas el resultado del algoritmo es
la asignacién estable .

Ejemplo 1 (continuacion). Tenemos que i = p; y

HW=(wl Wy, W3 f4j
i s o fa

[1. ALGORITMO DE ACEPTACION DIFERIDA MATRICIAL

Este algoritmo usa notacién matricial. Las filas de la matriz representan a las
empresas y las columnas a los trabajadores, asi que fijaremos un orden para
los agentes. Cuando no haya problemas denotamos con 7 la fila de la matriz
que representa a la empresa f;; simétricamente la columna ; representa al
trabajador w;. Dado el modelo de asignacién (F, W, P), definimos las si-
guientes matrices de preferencias M"y M", sean f;e F y w; e W

L= k+1 wP(f)f; vy Hwjr:wj P(f)w;ll =k
my = 0 fip(fl')w]’
W'{kﬂ fiPw)w; vy [{fi: foP(w;)fi}l =k

mW .=
v o wiP(w;)f;
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Tenemos que el trabajador w; es aceptable parala empresa f;, si mj;< o
y que la empresa f; es aceptable para el trabajador w;, cuando m ; < 0. La
empresa f; y el trabajador w; son mutuamente aceptables cuando mj;
mj < oo,

Ejemplo 2. Construyamos de las matrices de preferencias My M" para
={fis 25 f55 fos [5} W ={w,, w,, w,, w,} y los ordenes de preferencia

P(f1) = wy, wy, ws, wy  P(wi) =15, 3, fis fas f5
P(fy) = wy, wy, w3, wy P(wy)=f3, f1, fos fas f5
P(f3)=wy, w3, wy, w,  P(ws)=fs, fu4s 15 f25 f3
P(f4):w1’w4’w3’w2 P(w4):f1’f4’f5’f2’f3

P(fs) = wy, wy, wy

Comowlp(fl)fly|w w,.P(f,)w,}| =|8|=0 =k, entonces m|, = 1, simi-
larmente mi, =2 pues fsz(fI)fl y Hw; : w; P(f))w))| = {w )| =k =1,y
—3puesw3R(f1)f1y|w fwP(fl)fw3|—|w1, ,}| =%k =2.Notemos

que me, = pues f; P(f;)w,. Obtenemos las siguientes matrices de pre-
ferencias

123 4 3231
14231 w |1 344
M =342 1 M"={2155

143 2 4422

12 o 3 5513

Algoritmo. Entrada: M™° = M" |y M¥ matrices de preferencias de los agen-
tes. Salida: Matriz de a lo mds un uno por columna.

i) Si para cada j, |{m f ! ml;t =1}| <1, paro // se ha determinado la ma-
triz.
i) Si no, defino'
w F,t
0 j=7"ymj ;tmm{mlj ml] =1}
Fot+1 _ F,t w . _
my; =] -1 j=#j'y mij # mm{ml]-,.ml]-, =1}
F,t
m.. en otro caso

Defino r+1:=t.Regresaa 1.
El algoritmo trabaja de la siguiente manera. Dada la matriz de prefe-
rencias de las empresas M"", cuenta cuantos 1 tiene en cada columna, si

1 min{mZ-V,: mll;-’,t: 1} := o0, si no existe /, ;' tal que mg.’,t =1
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para toda trabajador w; hay alo mds un 1, el algoritmo se detiene, pues se
encontrd la matriz de salida. Si esto no ocurre se construye una nueva
matriz de preferencias para las empresas, de la siguiente manera: sea el
. . L. F,
trabajador w;, tal que existe una tnica empresa f;, con 7;;* = 1, entonces
lafija,de M"**! no se modifica, es decir, M">**" = M. Si para el traba-
jador w; existen al menos dos empresas f, f tales que m! =m’t =1
) w; ex p i Y Ji q i My =1
. . . W . W F’ t
sin perdida de generalidad supongamos que m;; = min{m,; :m,’* =1
o . .pe . Fr+1
tonces en este caso la fila 7/ de M"'*' no se modifica, es decir, M;"" "' =
F . . . .o . F,t+1 >
M;*, mientras que la fila ' se modificard por M;;"" = (notemos que
; , Fyt+1
paracadat’ > r+1 m‘:]‘ = oo)yml.,]’-,H
hace t+1=t,y vuelve a 1, a contar cuantos 1 tiene por columna.
Ft+1, F,t+1:1}|

}, en-

=ml.F,]’.f —1paratodo w; # w;. Luego
Si el algoritmo no para es porque existe w;, tal que|{m;; """ :m;;

> 1, entonces pasamos a 2, en el que se modificardn ciertas filas en donde la
columna w; sea tal que m% # min{m}f-/: mZ’t =1}. Note que en modifica-
ci6n cambia un 1 por un . Por finitud de las entradas el algoritmo debe
parar, es decir existe 7 tal para cada j se cumple que:

|{m1;j’f: m?f:l}l <1

Supongamos que el algoritmo se detiene en z, entonces definimos una
aplicacionpde F UW en f UW por:

w; sl mf’tzlym}}y<oo

_ j j
n(f)= T
fi st Vjm =
_ f; s mZ’E:lymgl<oo
H(w;) = g
w; st ﬂj:mi]-’ =0
Notemos que fi( f;) = f; es cuando en la fila ide M"* todos los elementos
son o, pues si hubiese un elemento menor que « debe existir un trabaja-
d F, t * s F, t+1
or w; tal quem;’ =1, ya que por construccién de M
resta 1 en cada posicién de la fila o se cambia un 1 por oo.
— . F 7 .
Por otra parte, i(w;) = w;, cuando la columna j de M", no posee nin-
gtin 1, es decir el trabajador w; no recibi6 ninguna propuesta de las em-
presas aceptables para él.
El ejemplo siguiente muestra el algoritmo para el ejemplo 2.
jemplo sig 8 P jemp
Ejemplo 2 (continuacion). Datos M™°= M"y M".

el algoritmo le
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123 4 3231
423 1 134 4
MPO=3 4 2 1 MY =21 55
143 2 4422
12 o 3 5513

i) El algoritmo no para ya que en la columna 1 y 4 hay masdeun 1, y i)
dada M"° y MY, construimos M""

R

-

|
8§ g NA—
— LN
g N LW
=g =

notemos que las filas 3, 4, y 5 se modifican ya que

min{mgz, mgﬁ}:min{{ 5}:4:771% (1)

luego m?i;' =0, y para j' 24, m%' =m?%;° —1. También (1) implica que

paratodo j=1,2, 3,4, my/=mj 7. Como

: w w w : W
min{myy, myy, My }=min{3, 4, 5}=3 =m/;

lafila 1 de la matriz M™', no se modifica mientras que si lo hacen las filas
4y5.

Hacemos ¢ =1: 7) el algoritmo no para ya que en la columna 4 hay dos
1,y i) dada M™' y MY, construimos M"?

310 s
o0
MP2=12 31 o
o 32 1
o 1 o 2
nétese que se modifica la fila 2 ya que
nmﬂm%,mﬁzz}:nmﬂmgde}:mx

Hacemos t = 2: 7) el algoritmo no para ya que la columna 2 tiene dos 1,
y 1) dada M"? y MY, construimos M">>

M3 =

§ g
] WL
g N—=NW
——88+

Hacemos ¢ = 3: 7) el algoritmo no para ya que la columna 4 tiene dos 1,
y 1i) dada M"* y MY, construimos M"*
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s

N

Il
8§ g N
Slﬁkﬂ’dl\)
g N INW
8§—88+

Hacemos t =4: el algoritmo se detiene, ya en cada columna hay a lo
mds un 1. Tenemos que ¢ = 4.
La asignacién que se obtiene a partir de M™*, es

_(fl fr fs i fs]
=

vy w, w3 wy fs
Presentamos ahora el resultado principal

Teorema 1. [ es una asignacion estable y o =p;.

Demostracion: Supongamos que el algoritmo para en la 7. Mostremos que [t
es una asignacion. De la definicién de [t, se cumple que si i1 /) # f, enton-
cespu(f)e Wy (w) # w, entonces i(w) € F. También se cumple que si
mF’t =1,implica que i( f;) = w; y i(w; ) = f;, por tanto es una asignacién

Veamos que es 1nd1v1dua1mente racmnal Supongamos que i( f;) = w;
entonces m] ‘=lym; Ve oo, por tanto por la def1n1c1on de MV tenemos
que f;P(w;)w;, el algorltmo implica que simj; * =1, entonces m;; ° = m;;
< o0y por la def1n1c10n de M", w, i P(f) £

Mostraremos que 1 no es bloqueado por ningun par de agentes. Supon-
gamos que existe un par de agentes (f;, w;) € F'x W tal que u(f;) # w; y

w;P(f;) 0 (f;) = w;r )
es decir quem <m' iinY comom ! =1,entonces mzt =00, pOr tanto existe
t tal que mF =1, por el algorltmo tenemos que

my]V;t mm{mg/ m{ t= =lparat=1,..,7}= my(;

entonces 72}, i< mg; Y (nétese que w(w;) = f,), por tanto f,P(w;)f;, es decir
que (f;, w; ) no puede bloquear a .

Veamos que Lt =p. Como pt € §(P) tenemos que wR(F) pR(F) Py -
Supongamos que i, # [, sin pérdida de generalidad sean f,, ..., f;, tales
que p,(f;) # n( f;)- Podemos suponer que existen w,, ..., w; tales que

wy =pup(fy) P(f) B(f)=w,
wy =ur(f2) P({z) 1(fy)=ws

w;=u(f;) P E(f;) =
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Para cadai=1, ..., i, sean t;, /; tales que

; F, 1
Ft’Zlymt+ =0

m:?
i1 i1 (3)
Ftl_l Fot;+1
i Y My

L it

=1

Tanto ¢; como l existen, ya que al aplicar el algoritmo se cumple que
mbl, =1,ml<m! ., por tanto en alglin paso ¢ existe /; tal que las con-

diciones (3) son verdaderas. Supongamos que

4= mln{t Ft,_l FtH—OO,mI[F:l—ly Ft+1 1}
entonces
Fty+1
mit=1y my =
4)
F [17 F,t1+171
miy Y mia =
notemos que
14 W
mp1< My O fllp(wl)fl ©)

siocurre que @, P( f; ) w, , entonces( f;,, w,) bloquerfan a i por tanto se
cumple que

wy, P(f,)w (6)

Supongamos que p; ( f; ) =R(f;)- mF ‘! =1, entonces w, P(f, ) n(f;,)=
e (f;,) y la condicién (5) implica que (f11> w,) bloquean a p,. Luego,
e (f1,) # B(f},), es decir que p,( f;,) =w, . Entonces tenemos que ¢, sa-
tlsface las condiciones 3), ademds t; < t,ya que por (6) tenemos que
mj ;< mj ;. Esto contradice la eleccién minimal de t. |
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